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Einige endliche Faktorgruppen der Zopfgruppen

Joachim Assion

Fakultiit fiir Mathematik, Universitit Bielefeld,
Kurt-Schumacher-StraBe 6, D-4800 Bielefeld, Bundesrepublik Deutschland

Mit Z,(m) sei die Gruppe bezeichnet, die durch die Erzeugenden x; mit ISi<n—1
und die Relationen

XiXi X=X, XX, fur 1Sisn-2, (1)
X; X;=X; X; fur 1<i,j<n—1 und |i—j|=2, (2)
xf=1 3)

definjert ist. Da die Relationen (1) und (2) bekanntlich die Zopfgruppe Z, defi-
nieren, ist Z,(m) eine Faktorgruppe von Z,.

Moore hat in [7] bewiesen, daB} Z,(2) zur symmetrischen Gruppe vom Grad n
isomorph ist. In [2] zeigte Coxeter insbesondere, dafl Z;(3)~SL(2,3), Z,(3)~
GU(3,2), Z5(3)~Sp(4,3)x C5 und Z,(3) unendlich ist fiir n=6.

Seien die Gruppen S(n) und U(n) wie folgt definiert: Ist n gerade, so sei
S(n)=Sp(n, 3); ist n ungerade, so sei S(n) zum Zentralisator einer projektiven
symplektischen Transvektion in PSp(n+1,3) isomorph. Ist n=£2(3), so sei
Un)=GU(n,2); ist n=2(3), so sei U(n) zum Zentralisator einer projektiven
unitdren Transvektion in PGU (n+ 1, 2) isomorph.

Satz. Sei n=6 eine natiirliche Zahl. Ist Z,(3) ein epimorphes Bild von Z,(3) mit
(X3 1Zi£4Y £ Z5(3), soist Z,,(3) ein epimorphes Bild von S(n— 1) oder von U(n—1).

Ist G(n) ein epimorphes Bild von Z,(3), das den Voraussetzungen des Satzes
geniigt, so ist (X;; 1<i<4) nach [2] ein epimorphes Bild von Sp(4,3) oder
von GU (4, 2). Ist etwa im ersten Fall n gerade, so ist nach Induktion die Gruppe
H=(X;; 1<i<n-2) ein epimorphes Bild von Sp(n—2,3), und es wird ein
Normalteiler von G(n) konstruiert, der H in G(n) komplementiert; ist n ungerade,
so wird gezeigt, daB3 ¥ die Voraussetzungen eines Satzes von Stellmacher [9]
bzw. von Aschbacher und Hall [1] erfiillt. Um die Struktur von gewissen zur
Induktion bendtigten Gruppen (vgl. (2.3), (2.4(1))) zu bestimmen, wurden mit
dem Computer des Rechenzentrums der Universitét Bielefeld verschiedene Neben-
klassenabzihlungen nach einem Programm von Mehl [6] durchgefiihrt.
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Die Bezeichnungen stimmen mit denen in [5] iiberein. Sind 4 und B Unter-
mengen einer Gruppe G, so wird mit 4 ~ B bezeichnet, dal 4 und B in G kon-
jugiert sind; fiir eine Primzahl p sei O,(G) der grofte Normalteiler der endlichen
Gruppe G mit p-Potenzordnung. Ist (i-j- k) die Nummer einer Aussage, so ist
(i-j) Teil der Voraussetzungen dieser Aussage.

1. Die Gruppen S (n) und U (n)

(1.1) Voraussetzung. Sei m eine natiirliche Zahl. Sei (, ) eine nicht ausgeartete
symplektische Bilinearform auf einem 2m-dimensionalen Vektorraum V,, iiber
GF(3). Sei T,,: = {t(v); xt(v):=x+(x,v) v fir x in V,,, 0FveV,}.

Mit einfachen Rechnungen beweist man den folgenden Hilfssatz.

(1.1.1) Hilfssatz. Seien t(v) und t(w) Elemente von T,,. Dann gilt :
(@) t(v)*=1=t(v)eSp(2m,3);
(b) esist t(v)¥=t(vg) fiir g aus Sp(2m, 3);
(c) t(v)=t(w) ist dquivalent mit {v)={w);
(d) aus (v, w)=0 folgt t(v) t(w)=t(w)t(v);
(e) aus (v, w)=£0 folgt t(v) t(w) t(v)=t(w)t(v) t(w) und
x(t(v) t(w))* =x+ (v, w) ((x, w) v—(x, v) w) fiir alle x aus V,,.

(1.1.2) Definition. Sei I {x;,y;y eine hyperbolische Zerlegung von V,,. Setze

i=1
ti=t(xy), trpr=t(y) und ty; :=t(x;+x;,,) fir 1<i<m bzw. fiir 1Sj<m—1.
Setze ferner S(r):={t;; 1ZiZr) fir re{2m— 1,2m}.

(1.1.3) Hilfssatz. Sei ~~ der natiirliche Homomorphismus von Sp(2m,3) auf
PSp(2m, 3). Dann ist S(2m)=Sp(2m, 3) und S2m—1)=Cpg, 3, 3,(t(x,,)).

Beweis. Sei n minimal, so da3 die Behauptung fiir S(n) falsch ist. Dann ist n>3
nach [2] und (1.1.1).

Wire n ungerade, so wire S(n—1)=Sp(n—1,3). Nach (1.1.1) ist S(n)<
Cspizm, 3)(t(x,)) fiir n+1=2m. Da S(n—1) irreduzibel auf der Zentrumsfaktor-
gruppe von O;3(Cs, 2, 3(t(x,))) operiert, folgte ¢,t(x,,)'eS(n—1) fiir ein ae {0,
1, —1}, und insbesondere wiirde ¢,,, von diesem Element zentralisiert werden,
was jedoch nach (1.1.1) nicht der Fall ist.

Also ist n=2m und S(n—1)~Cpg,, 3)(t(x,,,)). Nun ist dieser Zentralisator
eine maximale Untergruppe von PSp(n, 3), der nach (1.1.1) das Element £, nicht
enthilt. Damit folgt S(n)=Sp(n, 3).

(1.1.4) Hilfssatz. Sei M=05(S2m—1)). Ist xe M ~Z(M), so gibt es Trans-
vektionen a und b in SQm—1) mit x=a"'b, [a,b]=1 und a~b in SQm—1).

Beweis. Sei K ein Komplement von M in S(2m — 1)nach (1.1.3). Setze M = M/Z(M).
Dann gibt es eine Transvektion ¢ in K mit y=yx*® fiir alle y in M, wobei

s(¥)e {0, 1, — 1} passend zu wiihlen ist. Wiihle d, ee M mit s(d) 0 und [d, ¢]¢ = x*@.
Setze a =(c"e)s‘a’ und b=(c?*@. Aus [a, b]+1 wiirde {a, b)~Sp(2, 3) folgen nach
(1.1.1). Aber {a, b) hat einen nichttrivialen Schnitt mit M.



Einige endliche Faktorgruppen der Zopfgruppen 293

(1.2) Voraussetzung. Sei m eine natiirliche Zahl. Sei (, ) eine nicht ausgeartete
hermitesche Sesquilinearform auf einem m-dimensionalen Vektorraum V,, iiber
GF(4). Wihle a in GF(4)~ GF(2) und setze T,:={t(v); xt(v):=x+a(x,v)v fir
xeV,, veV, mit (v,v)=1}.

Dann gilt der folgende Hilfssatz.

(1.2.1) Hilfssatz. Seien t(v) und t(w) in T,,. Dann gilt:

(@) t)?*=1=%t(v)eGU(m,2);

(b) es ist t(v)E=t(vg) fiir g aus GU(m, 2);

(c) t(v)=t(w) ist dquivalent mit {v) ={w);

(d) aus (v, w)=0 folgt t(v) t(w)=t(w)t(v);

(e) aus (v, w)=£0 und {(v)£{w) folgt t(v) t(w) t(v)=t(w)t(v) t(w) und
x(t(v) t(w)® =x +(x, v+ (v, w) w) (v+ (v, w) w) fiir alle xeV,,.

(1.2.2) Definition. Sei m=1(3) und m=4. Sei {x;; 1 £i<m} eine Orthonormal-
basis von V,. Setze t;:=t(xy), ty:=t(X;+X,+X3), l3;:=1(X3; 1) l3;,1°=
(X3 X3+ X3,,0) und ty;, 0 =10, X35, +X5;,5) fir 1SiS3(m—1).
Setze ferner U(r):={t;; 1<i<r) firm—2=<r=<m.

(1.2.3) Hilfssatz. Sei ~~ der natiirliche Homomorphismus von GU(m—1,2) auf
PGU(m—1,2). Dann ist Um—2)=Cpgym_1, 2)(lhy), wobei u, aus GU(m—1,2)
ist mit Xu,=X+(X, Xpy_3+Xp_1) Xp_2+X,_1) fiir alle x in V,, wihrend
Um—i)=GU(m—1i,2)ist fir 0Si<1.

Beweis. GU(3, 2) ist zu S(3) isomorph, der Zentralisator von u,, in PGU(m—1,2)

bzw. der Zentralisator von t(x,,) in PGU(m,?2) sind jeweils maximale Unter-
gruppen, und man kann wie in (1.1.3) schlieBen.

2. Beweis des Satzes

(2.1) Hilfssatz. Die Gruppe H sei erzeugt von den Elementen a, b und ¢ der
Ordnung 3, die den folgenden Relationen geniigen:

ababab) '=[a,c]=bc)=0b""c)}=1.
Ist {t>=7Z({a, b)), so folgt (cc')*=1, L=<(b,a,b") ist eine Faktorgruppe von
S(3)/Z(S(3)), und H=L x{cc').

Beweis. Nach [2] ist L eine Faktorgruppe von S(3). Sei 0.B.d.A. b*+b. Wegen
bb'b*'=1und b=b¢""folgt L<<H und Z(L)=1. Da

-1pe -1 -1 ~1(c- )b -1
Crc:Cba b‘:cba (bcb) :Cb” (c )b=cha b:C!

ist, folgt (c¢')*=1 und ¢ c'e Z(H). SchlieBlich ist
th—l :(Ct C)bC:cbtc—lc—l Cb___cb“a(c—l)a(b—-lbc‘)Al

=Cb"a((c—1)b‘1b—l bC)a(b—lbc)—l z(b~1 bc)a(b—lbc)—l

ein Element von L.
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(2.2) Satz. Sei m=5. Die Gruppe G,, sei definiert durch die Erzeugenden x(i),
1<i<m, und die Relationen

x(@)x(i+Dx@)=x(+)x(@)x@i+1) fir 1Sism—1,
x () x()=x(j) x (i) fiur 1=i,jsmund |i—j|22,
x(1)*=1
und
x(3)x(1) x(l)(x(Z)x(S)P x(1)(x(2>x(3))3(x<3)x(4n~‘: 1.
Dann ist G, zu S(m) isomorph.

Beweis. Setze t(i):=(x(i)x(i+1))® fiir 1<i<m—1 und H(,j):=<{x(k); iZk<))
fiir 1 £i<j<m. Sei m minimal, so daB die Behauptung falsch ist.

(1) H(i,i+3) ist ein epimorphes Bild von S(4) fir 1<ism—3.
Beweis. Nach [2] und Voraussetzung gilt (1) fiir i=1. Insbesondere ist
(+) xQy®P=x@)?® und x(2)x(4)x(4)?® x@4y@ V=1,

Mit Induktion geniigt es, (1) fiir i=2 zu zeigen.
Setze z=x(4)x(2) x(4)'® x (4P Nach [2] ist z*=1 und zeZ(H(2, 5)). Es
ist z=1 zu zeigen. Mit (+) folgt z/V=2"1,

X (4@ OIER)@ — 2=1  (2)
und
X (5) M@ — x (3),
und aus
2x(2)x(3)x(2)=z""x(3) x(2) x(3)
ergibt sich z?=1.

(2) Seiz(l):=x(1)und z(i)) +=xQ2i—1)z(i—1)z (1—1)'(2' D fiir 2€i<i(m+1).
Dann ist z(iye Z(H(1, 2i— 1)) fiir alle i, es gilt

z(i)=z(i—1)@=212i=D 2 (4) x(2i) z (i) =x(2i) z(i) x(21)
i<m/2, und {z(j), H(2j,2j+2)) ist ein epimorphes Bild von S(4) fiir
(m—2).

Beweis. Fiir i <m/2 ist (2) nach Induktion iiber m richtig.

fur
1

iir 1
Sjs

N II/\

Ist i>m/2, so ist m=2r+1, i=r+1, und zu zeigen ist z(r+1)e Z(G,,). Nun
ist z(r)eZ(H(1,2r—1)) und z(r)x(2r)z(r)=x(2r) z(r) x(2r), und nach Definition
von z(r+1) sind H(1,2r—2) und H(2r,2r+1) in C(z(r+ 1)) enthalten. Da
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[x2r—1),z(r+ 1)_1]~[X(2l‘—- 1), Z(,,)!{Zr)]
~[X(2l’+ 1)[(2"—1)’ Z(l'— 1)!(2r—2)t(2r~1)]
~[x2r+1),z(r—1)]=1

ist, folgt z(r+1)e Z(G,,).
Also ist i=m/2, j=i—1, z(i—1)=z(i—2)' "= ynd x(2i—2)z(i—1)x(2i—-2)
—2(i—1)x(2i—2)z(i—1); nach (1) ist

(+) x(Q2i—=2)x(2i)x(2i) =2 x(2iy2i- 2RI =1,
Sei {t)=7Z(z(i—1),x(2i—2))) und
z=x(2i—2) x(2i) x(2i)?1= 2 x(2i) 2=,
Konjugiert man (+ ) mit ¢¢(2i—2), so erhilt man
1=z x(2i) ! x(2i)@i-212i-Iu2iz=2),

Seinun y~'=x(2i—3)x(2i— 1)x(2i — 1y**=¥.Nach (1) folgt yx(2i) y = x(2i) y x(2i).
Da y mit z(i— 1) vertauschbar ist, liegt y in Z({H(2i—3,2i—1),z(i—1)>), und
y ist mit t(2i—2)t(2i—3)tt(2i—2) vertauschbar. Wegen

[y, z(i= 12 21C ]~ [x(2i=3), 2 (= 1)] =1
ist y nach (2.3.1) auch mit z vertauschbar, und aus

(xi)z Hy(x@)z"H=y(x@2hz Ny
folgt z=1. Also ist {z(i—1), H(2i—2,2i)) ein epimorphes Bild von S(4).
(3) m ist ungerade.

Beweis. Sei m=2r. Aus (2) folgt z(r)e Z(H(1,m — 1)) und z(r) x(m) z(r) = x(m) z(r) x(m).
Also ist H(1,m—1) zu S(m—1) isomorph und Cy, ,,_y,(x(m))=H(1, m—2).

Setze D, =x(m)" """V D,=x(m—-1I""=DY{z(r)}, Dy=x(m—-2)""""2
und D=D,UD,UD;. Dann folgt 2|D|=3"—1, D*?<=D fir 1Zi<m—1,
D, <= C(x(m)) und D3"™<D,.

Setze E,=x(m)*>>ux(m)P*' und E,=x(m)", wobei T=(""""1 und {t)=
Z.(H(1,m—2)) ist. Dann folgt E, UE,< D, und E{"™<D.

Seien y(1), y(2)eD,, seien a,be{l, —1} mit y(1)* y(2)"Pe C(x(m)). Aus y(2)
=z(r)+y(1) wiirde x(m)e H(1,m—1) folgen, was x(m)¢C(z(r)) widerspréche.
Also folgt y(i)=x(m—1)? mit c(i)e H(1,m—2), und x(m)’ “c(1)c(2)"" zentra-
lisiert x(m—1). Aus a=b folgte dann x(m)e H(1,m—1), was nicht der Fall ist.
Also ist a=b und y(1)=y(2). Damit folgt |E|=2|D,|.

Sind y(1), y(2)e T mit y(1) y(2)e C(x(m)), so folgt y(1) y(2)e O5(H(l,m—1))
C(x(m) =1, und |E,|=|T|, so daB |E,|+|E,|=1|D| ist.

Zu t+ueT gibt es ein acO5(H(l,m—1)) mit ua=t. Nach (1.1.4) gibt es
dann y(1), y(Q)ex(m—DHFEm=D mit a=y(1)~'y(2) und [y(1),y(2)]=1. Wire
etwa y(1)e H(1, m—2), so folgte y(2)ex(m—1D)*Em=Dund y(1) y(2) '=a"'=d'=
Y1)~ y2), und (y(1) y(2)~Tex(m— 1T 2, Also wiire y(1) (y(2) ' x(m) y(2) )
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=y(1)~ (x(m) y(2)~ ! x(m)), und y(1)=(y(2) x(m))~ ", was nicht geht. Ebenso folgt
y(2)¢ H(1, m—2). Damit ist <y(1), x(m), y(2)) ein epimorphes Bild von S(3), wor-
aus x(m)*=x(mpM*? 'eC(x(m)) folgt. Also ist E,=C(x(m)), und E,NE, ist
leer.

Damit ist D eine Konjugiertenklasse von G,. Nach [8; 15.1.10] ist G,, end-
lich. Wegen obiger Zerlegung von D folgt, daB das Paar (G,,, D) die Voraus-
setzungen von [1; Theorem] erfiillt. Ist A der maximale auflosbare Normal-
teiler von G,,, so ist A/Z(G,,) eine {2, 3}-Gruppe, und aus der Michtigkeit von
D folgt, daB A/Z(G,,) eine 2-Gruppe ist. Aus |x(1)*|=4 folgte |D|=12|(Dn
H(1, m—2))|, was m=2 implizierte. Also ist A=2Z(G,), und G,/Z(G,,) ist nach
[1] zu PSp(m, 3) isomorph. Da G, von D erzeugt wird, folgt [G,,:G,]<3 und
2G,)=2Z,xZ,mit X, =2Z,=7(G,)n G,, nach [4] und Z,=<C,. Nach Voraus-
setzung gibt es Elemente y(i) in D mit (y(1)y(2) y(3)) " *eD, so daBl Z,=1 ist.
Nach (1.1.3) wird S(m) von Elementen erzeugt, die den Voraussetzungen des
Satzes geniigen. Damit ist G,, zu S(m) isomorph.

(4) Nach(3)ist m=2r+1.Setze y(r):=x(m)und y(i) 1:=x(2i+1) y(i+1) y(i+1)Z+D
fiir r—12i20. Dann ist y(i)eZ(HQi+1,m)) und y(i)=y(i+ 1)@ +D1CD fhy
0isr—1l,esisty())x2i)y(i)=x2i) y(i)x(2i) fir 1 <i<r,und {y(j), H2j—2,2j)>
ist ein epimorphes Bild von S(4) fiir 2<j<r.

Beweis. Nach (1) ist H(m—3, m) ein epimorphes Bild von S(4), und man kann
wie in (2) schlieBen.

(5) Die Menge {z(i), y(j); 1<SiSr+1,0=j=<r} besteht aus paarweise vertausch-
baren Elementen.

Beweis. Ist i<j, so folgt [z(i), z(j)]=1=[v()), y(i)] aus (2) bzw. aus (4). Fiir i<
gilt trivialerweise [z (i), y(j)]=1.
Nach (2) ist [z(i+ 1), y(i)] =1 fiir i=r, fiir i<r folgt nach (2) und (4)

[z(i+1), y@I~ [z @D pi+ )]~ [2(), y(i+ 1) 0] =1.
Ist i=j+2,also 2i—32=2j+1, so folgt

Lz(@), y()I~[z(i = 1), y(H]=1
nach Induktion, denn [z(1), y(j)]=1 fiir alle j nach (4).
(6) G, ist kein Gegenbeispiel.

Beweis. Setze M (i)= 05 ({z(i), x(2i), y(i)D) fiir 1Li<r. Dann folgt M(j)?91(2i+ 112D
= M(i+ 1) nach (2) und (4), und M (i) =M(jy £Z(G,) fir 1<i,j<r.
Setze N(1)=M(1) und N(i+1)=N@{@)M(@i+1) fir 1Zi<r—1. Aus (5) folgt
M@i+1)SC(NG)) fir 1Zisr—1,und M(i+1Y=M(@{+1)nN() fir 1<igr—1.
Nach Definition von M(i),nach (2) und (4) folgt x(j)e N(M(i)) fiir j¢ {2i—1,2i+1}
und x(2i —1), x(2i +1)e C({y(i), z(i)»). Nach (2)ist z(i) ?' -V =(x(2i — 1) z(i — 1) z(i)) %,
und wegen y(i—1)"'=x(2i—1) y(i) y(i)**~? folgt, daB

@O 2@ P =y xQi—1) @) (z() z(i— D) x2i= 1)~
=D z(i—-D)" ) @) z()7"
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ein Element von N(i) ist. Nun ist {x(2i), y(i)~'z(i)y/M(i)’ ein epimorphes Bild
einer extraspeziellen Gruppe vom Exponenten 3 und der Ordnung 27, und nach
(2.1) folgt
(y(l)_l Z(i))x(Zi)x(Zi—l)
=) z() T o6 2@ O 2@) @) () )Y (mod M(i)),
woraus x(2i—1)e N(N(i)) folgt. Ebenso folgt x(2i+ 1)e N(N(i)).
Also ist N(r)<=2G,,=N(r)H(1,m—1), H(1,m—1) ist ein epimorphes Bild von

S(m—1), nach (1.1.3) erfiillt S(m) die Voraussetzungen des Satzes, und G,, ist
zu S(m) isomorph.

(2.3) Hilfssatz. Die Gruppe H sei definiert durch die Erzeugenden a, b, ¢ und d
und die folgenden Relationen:

a’=[a,c]=[d,c]=1,
aba=bab, ada=dad, bcb=cbhec,
b*db*=db"d fir 0Zi<2.

Ist N={a 'd)y"™ und U={<a,b,c), so ist U zu S(3) isomorph, und N ist ein
zentrales Produkt dreier Quaternionengruppen.

Beweis. Nach Definition von N und [2] folgt U~ H/N ~ S(3). Eine Nebenklassen-
abzihlung liefert [H:U]=2".

Sei N, =<0, (A4;); 1<i<3), wobei A, ={a,d), A,=A}"?, Ay=AP", t,=(ab)’
und t,=(bc)? ist. Dann ist [4;, A;]=1 fiir i#j, und N, ist ein zentrales Produkt
von Quaternionengruppen.

(2.4) Satz. Sei m=5. Die Gruppe G,, sei definiert durch die Erzeugenden x(i),
1<i<m, und die Relationen
x(Mx(i+ ) x@)=x(i+1)x@)x@i+1) fir 1sism—1,
x(@)x()=x()x(@) fir 1<i,j=m und |i—j|22,
x(1)}=1
und
((x(1) x(2)* (x(B) x(@)*)*=1.
Dann ist G,, zu U(m) isomorph.

Beweis. Setze t(i):=(x(i) x(i+1))® fir 1<i<m—1 und H(i,j):=<{x(k); iSk<j)
fiir 1 <i<j<m. Sei m minimal, so daB} die Behauptung falsch ist.

(1) Es ist m=6.

Beweis. Eine Nebenklassenabzihlung ergibt [Gs: H(1,4)]=2°. Nach [2] und
Voraussetzung folgt |Gs|=|U(5)|, und nach (1.2.3) ldBt sich U(S) von Elementen
erzeugen, die die Voraussetzungen des Satzes erfiillen. Also ist G5 zu U(5) iso-
morph.
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(2) Setze y(0):=x(1), y(i):=y(i— 1)V fiir i=1(3), y(i):=x(i+1) fiir i=2(3)
und y(i): = y(i— 3y =9 fiip i=0(3),wobei 1 Li<m—1 fiirm=*=23)und 1<i<m-2
fiir m=2(3) ist. Dann gilt:

(a) y()e H(1,i+1) fur i£1(3) und y(i)e H(1,i+?2) fir i=1Q3);

(b) ist i=0(3), so ist H(1,i)x H(i+3,m)S C(y(i)), und {y(i), x(i+ 1), x(i+2)) ist
ein epimorphes Bild von K:=<{a,b,d) mit a, b und d aus (2.3) (vgl. [1; 3.3]);
(c) isti=1(3),s0ist H(1,i)x {x(i+2))> x H(i+4,m) < C(y(i)) und x(i+j) y (i) x (i +)
=y()x(i+))y() fir je{l, 3};

(d) esist [y(i), y(j)1=1 fiir alle i und j.

Beweis. (a) folgt direkt aus der Definition der y(i).

Sei i=0(3) und i+0. Nach Induktion ist {y(i—3), H(i—2,i—1)) ein epi-
morphes Bild von K. und nach (1) ist {y(i—3), H(i—1,i+2)) ein epimorphes
Bild von U(5). Daraus folgt (b).

Sei i=1(3). Dann ist H(1,i—1)H(i+4,m)SC(t(i+1)nC(y(i—1))=C(y(i).
Ist <ud=Z(y(i—1),x(i+1))), so werden x(i) und x(i+3) von u zentralisiert,
und aus y(i)=x(i+2)* folgt (c).

Fiir i+ 2 < jist (d) trivial. Ist i+ 2=}, so kann man i=1(3) nach (a) annehmen,
denn nach (b)und (c) wird H(1, i+ 1) von y(j) zentralisiert. Damit folgt x (j)e C(y(}))
nach (b), und y (i) = y(j)' e C(y(j)). Isti+1=j,s0 folgt j=%2(3),also H(1, ) S C(y(j))
nach (b) und (c), und aus i 1(3) folgt y(i)e C(y(j)) nach (a). Also gilt (d).

(3) Setze {u(3i)y:=Z(Ky@i),x3i+2)>) fir 0=<3i<m—2. Dann ist u(3i)e
Z(H(1,3i4+2)nZ(Ky3i), x(3i+1))).

Beweis. Aus (2.a,b) folgt u(3i)eZ(H(1,3i+2)).
Nach (1) ist t(1)=u(0)e <{y(3), x(4)), und nach (2.b) ist
(X(3i42), p(3i)y! CT+ DRI — (x(3i+4), y(3i+3)).

Da <{y(@3i),HQ3i+2,3i+4)> nach (1) ein epimorphes Bild von U(4) ist, wird
t(3i+2)t(3i+3)t(3i+2) von u(3i) zentralisiert.

(4) Esist m=£0(3).

Beweis. Sei m=0(3). Dann ist H(1, m—1) ein epimorphes Bild von U(m—1),
nach (2.b) und [2] ist u(m—3) nicht mit x(m) vertauschbar, woraus H(1,m—1)
~U(@m—1) nach (3) und Cyy ,,_q,(x(m))=H(1, m—2) folgt.

Setze D, =x(m)**m=Y D, =x(m—1)IEm-2 D, =x(m—2)10m=2 ynd D=
D,UD,UD;. Dann folgt 3|D|=2""'2"—(—1)", D*?<D fiir 1£i<m—1,
D, < C(x(m)) und D3™cD,.

Nach dem Satz von Witt hat H(1, m—2) genau vier nichttriviale Bahnen auf
0,(H(l,m—1)): By=a"""=2 B,=u(m—3)B,, By=v""™ 2 und B,=u(m—3)B;,
wobei a und v Elemente von O,(H(1,m—1)) sind mit v’ =u(m—3)+a+1=a’.
Sei etwa v=y(m—3)"'x(m—1). Dann folgt x(m)"" x(m)x(m)"" =x(m) x (m)"" x (m)
und x(m)”’*™eD,uD, fiir be{l, —1}, und x(m)B:vBI*mcp D, Wegen
t(m—3)"=Y=¢t(m—1y™"3 nach (1) ist

y(m—=35)=y(m—3)""Iey(m—3),x(m—1),x(m), x(m—1y"="3I5 =1,
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und nach (2.c) und (3) ist L ein epimorphes Bild von U(4). In L rechnet man
dann nach, daB es eine Involution a in O,(C (u(m—3)))<0,(H(1, m—1)) gibt
mit x (m)* x (m) x (m)* = x (m) x (m)* x (m), x(m)**™eD; und x(m)™" Ve C(x(m)~
(x(m)). Damit folgt x(m)®vB2x" < D, SchlieBlich ist x (m)*™"~* mit x(m) ver-
tauschbar. Also ist D™ <D, U D,.

Damit ist D eine Konjugiertenklasse von G,,, die den Voraussetzungen von
[1; Theorem] geniigt, denn nach [8; 15.1.10] ist G,, endlich. Sei A der maximale
aufldsbare Normalteiler von G,,. Aus [1] folgt G,,/A~PGU(s,2) mit s=2m—2=4
oder m=6, denn nach (2.b) gibt es fiir m>6 in G,/A zu K isomorphe Unter-
gruppen, die von Elementen aus DA/A erzeugt werden. Da A/Z(G,,) eine {2, 3}-
Gruppe ist, folgt nun in beiden Fillen aus der Michtigkeit von D, dall A=2(G,)
ist, und G,/Z(G,)~PGU(m,2) nach [1]. Ist Z die Sylow-2-Untergruppe von
Z.(G,), so enthilt (H(1,m—1),Z>=H(1,m—1)x Z eine Sylow-2-Untergruppe
von G,,, mit [5; V.25.1] folgt ZnG,,=1, und Z=1, denn D erzeugt G,,. Nach
[4] ist m, (PGU(m,2))=3, so daB Z(G,,) < C,, denn [PGU(m, 2): PSU(m, 2)]=3.
Da U(m) nach (1.2.3) die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, ist G,, zu U(m)
isomorph.
(5) Esist m=2(3).

Beweis. Ist die Behauptung falsch, so folgt m=3s+1 nach (4). Nach Voraus-

setzung ist s=2.
3s—1
Setze z,= [] »(i). Nach (2.d) ist z; wohldefiniert; nach Induktion ist z;_,€
i=0
Z(H(1,m—4)); nach (1) ist z,z, " €Z({y(3s5=3), H3s—1,35+1))). Nun ist
nach (2)

X(35—2F = x(35— 235 I hv3s= )

:X(3S—2)(N3S‘h) 1):1% 4)t(3s - 3)"'(33—3’2.\’(3.8'—2),

so daB z,e Z(H(1,m— 1)), und aus x(m)*=x(m) folgt H(l,m—1)~U(m—1) und
Cytom-px(m)=H(1, m=2).

Setze Dy =x(m)"" ™=, D,=x(m— D" 2)U {y(m—1)}, Dy=x(m—=2)"" n-2)
und D=D, U D, D;. Nach(2.b)ist y(m—1)e C(H(1, m— 1)) und x(m) y(m — 1) x(m)
=y(m—1)x(m) y(m—1). Es ist D*?=D fiir 1 i<m—1. Ferner ist D3 <= C(x(m)).
Nach (2.b) und (2.3.1) ist S={H(m—2,m),y(m—4)) ein epimorphes Bild von
S(4), und insbesondere ist y(m—4)... y(m—1)e Z(S). Deshalb folgt D3™<D;.
Nach Induktion ist 3|D|=2""'(2"—(—1)").

Setze E,=x(m)”>ux(m)®*', E,={x(m}ux(m)’, wobei T=rt(1)7"""1
(t(YHEm=D A H(1,m—=2)) ist, und Ey= ) x(m)*- D7 <msm=10 “wobei z=

reR
x(m—4)m-»m-2) ynd R ein Reprisentantensystem von Rechtsnebenklassen

von Cy . m_3(t(m—4)) in H(1,m—3) ist.
Es ist E,=D, und E}" <D, uD,. Seien z(1),z(2)e D,. Gibt es a,be {1, —1}
mit z(1)*z(2)’e C(x(m)), so folgt

Z(l)x(m)’“ — x(m)z(l)'“ b 3(2)"(’”)h,

und b= —a, denn sonst wire x(m)e H(1,m—1)x {y(m—1)). Also ist z(1)=z(2),
und |E,|=2]|D,|.
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Nach Induktion st #(1)?™™~Y eine K onjugiertenklasse von 3-Transpositionen
in H(1,m—1),und H(1, m—2) operiert transitiv auf T(vgl.[3]). Nunistt(m—2)eT.
Also folgt x(m)" = C(x(m)). Damit ist E,=D, und E, NE,=g. Seien v,e T mit
vy #v,. Dann ist (u(s—1)v;)* =1 nach (3), und {vy,u(s—1), v, ist nach [3] ein
epimorphes Bild von X, oder von S(3)". Insbesondere ist 0, 0,¢C(u(s—1)), so
daB v, v, nicht mit x(m) vertauschbar ist. Daher folgt |E,|=|T|+1.

Nach (1) ist L=z, x(m—1), x(m), y(m—1)) isomorph zu der in (2.3) beschrie-
benen Gruppe. Daher ist (x(m)*™=1""2 x(m), y(m—1)> zu K aus (2.b) isomorph,
und

lx(m)"("'“ 1)~ tzrx(m), y(m— 1)>| =12

fiir alle  in R. Nach (1) ist t(m—4)) =Z({z,x(m—1)>)=Z(L). Ist ge H(1, m—3)
mit LN If>{x(m—1),x(m), y(m—1)>, so folgt Z(L)=Z(L*) nach (2.3), und
g8eCyy m_3)(t(m—4)). Also ist LnF={x(m—1),x(m), y(m—1)> fiir reR~
Ch, m-3(t(m—4)), woraus |E;|=12|R| folgt. Die Elemente von E, zentrali-
sieren x(m), und E;nE, ist leer. Ist yeE{~<{x(m),y(m—1)), so gibt es ein
geH(1,m—2) und ein ae {1, —1} mit y=2x(m)y*™=D"¢ und y*™* jst mit y(m—1)
vertauschbar. Also ist (y, x(m), y(m—1)) ein epimorphes Bild von S(3) fiir alle
yeE;, und E;nE, ist leer. Nach Definition von E, gilt EX™cE,.

Zu zeigen bleibt, daB E; in D, enthalten ist. Wegen R H(1,m—3) und
X(m)¥m= D7z < p = prom=1 geniigt es zu zeigen, daB die Elemente

f;‘:x(m)x(m——l)"zy(m—l)"x(m)" mit ae {1, _ 1}

in D, enthalten sind. Setze x=x(m)*™ Y 'z, Dann ist xeH(m—35,m)~U(6),
woraus folgt, daB t(m—3)™~> und x(m—3) mit x vertauschbar sind. Nach (1)
ist H={H(m—4,m), y(m—1)) ein epimorphes Bild von U(6), und in H rechnet
man nach, dal es zu a ein be{l, —1} gibt mit Z(y(m—4)m-+1m=3)xm-3r
x(m—4)>)=Z({x(m), x*™=D*}). Deshalb ist

<x(m), xy(m—l)"’ x(m—Z), y(m_4)t(m—4)t(m- 3)x(m— 3)"’ x(m—4)>

zu U(4) isomorph, woraus folgt, daB x*™~* zu f, in H(1, m—2) konjugiert ist.
Also ist E;OE, UE;=EcD,, und aus |E|=|D,| folgt E=D,. Damit ist D
eine Konjugiertenklasse in G,,, und wie in (4) folgt, daB G,, zu U(m) isomorph ist.

(6) Nach (5) ist m=3s+2. Setze z(3s):=x(m), z(i):=z(i+ )+ uli=2) gy
i1=2(3), z(i):=z(i+2)"*? fiir i=1(3) und z(i):=z(i+ 3)0+3G+2) fiir i=0(3),
wobei 0<i<3s—1 ist. Dann gilt:

(a) z(DeH(i+2,m) fir i£2(3), z(i)e (H (i, m), y(i—2)) fir i=2(3), und {y(i), z(i)»
ist zu <y(3s), z(3s)> konjugiert ;

(b) ist i=0(3), so ist H(1,i)x H(i+3, m) S C(z(i)) und {z(i), H(i+1,i42)) ist ein
epimorphes Bild von K aus (2.b);

(c) isti=2(3),s0ist H(1,i—1)x H(i+3, m) = C(z(i)) und z(i) x (j) z(i) = x (j) 2 (i) x (j)
fiir i<j<i+2;

(d) ist i=1(3), so ist H(1,i)x {x(i+2)) x H(i+4,m) < C(z(i)) und z()x(j)z(i)=
x()z(@)x()) fiir je{i+1,i+3};

(e) esist [z(i), z()1=1=[z(i), y(k)] fiir alle k=i und alle J-



Einige endliche Faktorgruppen der Zopfgruppen 301

Beweis. (a) folgt aus der Definition von z(i), aus (2) und (3).

Sei i=0(3). Nach (1) und (a) ist (b) fiir i>3s—3 richtig. Nach Induktion
und (1) ist {z(i+3), H(i+1,i+4)) ein epimorphes Bild von U(5), woraus folgt,
daB {z(i), H(i+1,i42)) ein epimorphes Bild von K und H(i+3, i+4)x H(i+6,m)
= C(z(i)) ist. Fir (o) =Z(x(i+4), z(i+3))) gilt

Lz (@), x(i+5)]~[z(i+3) '+, x(i+5)]
=[x(+3), x(i+5)]~[x(i+3),x(i+35]=1

nach Induktion, und mit (a) folgt (b).

Seii=2(3). Aus (b) und (3.a) folgt H(1,i—1) x H(i +4, m) < C(z(i)). Nach Defi-
nition von z(i) folgt <z (i), x(i)> ~{z(i+1), x(i +2)> ~ z(i), x (i42)), {z(), x(i+1)>
~Lz(i+1), y(i+1)) und [z(i), x(i+3)]~[z(i+ 1), x(i+1)]=1. Also gilt (c).

Sei i=1(3). Nach Definition von z(i) und Induktion folgt H(1, i) x {x(i+2)) x
H(i+5, m)<C(z(i)) nach (b) und z(i)x(i+3)z(i)=x(i+3)z(i) x(i + 3). Ferner gilt
Cz(i), x(i+1)) ~{z(i+2), x(i+3)) nach (b). Also ist (d) richtig.

Ist i<, so folgt y(3i)e H(1,3i+1)<C(z(3j)) nach (2.b) und (b), so daB
[y(3i),z(3j)]=1. Ist j<i—1, so folgt t(3j+3), t(3j+2)e C(y(3i)) nach (2.b), und
[z(3)), y(Bi)]~[2(3j+3), y(3)]. Ist j=i—1,s0 folgt [y(3i), 2(3i— 3)] ~[y(3i —3), 2(39)].
Nun ist [y(0),z(3)]=1 nach (b), und mit Induktion folgt [y(3 i), z(3j)]=1 fiir
alle i#j. Aus [y(3i+1),z(3j)]#1 folgte i+ 1> nach (2.b) und (b), aus i >j folgte
[t(3i+2),z(3j/)] =1 nach (b) und [y(3i+1),z(3j)]~[y(3 i),z(3j)]=1. Also wiire
i=j, und [y(3i+1),z(3))]~[y(3i+3),z(3i)] =1, ein Widerspruch. Nach (b) ist
I=[xBi+3),z3)]=[y(3i+2),z(3j)]. Also ist [y(i),z(3j)]=1 fiir alle i+ 3j.
Aus [y(i),z(3j+1)]+1 folgte 3j<i+1 nach (d), und wegen [y(@), z(3j+1)]=
[y(@), z(3j)**2] und t(3j+2)¢C(y(i)) folgte ie{3),3j+1} nach (2). Fiir diese
Fille rechnet man nach, daB y(i) mit z(3j+ 1) vertauschbar ist. Wiire schlieBlich
Ly(),z(3j+2)]=+1,s0folgte 3j<i+ 1aus(c)und (2). Esist z(3j + 2) = z(3j) 3/ +2u3),
Seiu(3j)e C(y(i)). Dann folgte ¢ (3 +2)¢ C(y(i)),und 3j <i < 3j+1. Wegen y(3j+1)
=y @)y =x(3j+3)* olgte 3j=i,und [y(3)),z(3j +2)] ~ [y(3j+3), z(3j)]=1.
Alsoist u(3j)¢ C(y(i), und nach (2) und (3) folgti =3+ 1. Aber [y(3j+ 1), z(3j+2)]
=[y(3)) ¥+, z(3j) P+ 2CI~[x(3j+3), 2(3))]=1 nach (b). Sei i<j und
[z(i), z()]*1. Aus (a), (b) und (c) folgt i+1<j<i+3. Fiir diese Fille rechnet
man [z(i), z(j)] =1 nach. Damit gilt (e).

(7) G, ist kein Gegenbeispiel.

Beweis. Setze M (i)=0,({y(i), z(i)y) fiir 0<i<3s. Aus (6.¢) folgt [M(i), M(j)]=1
fiir i+ j. Nach (6.a) und (3.a) ist M(iy = M(jy £ Z(G,,) fiir alle i und J.

Mit M ={(M(i); 0Si<3s) ist G,,=(M, H(1,m— 1)) wegen y(3s)e H(1, m—1).
Ist i=0(3), so folgt M(j)< C(x(i)) fiir j=i—1 und {y(i—1), z(i— 1)) = M(i— 1) {x ().
Ist i=1(3), so folgt M(j)< C(x(i)) fiir j¢{i—1,i—2,i—3}, und M(i—1) M(i—2) M(i—3)
=0, ({x(i—1),x(i), y(i—1), z(i—1)>) nach (2.3); ist i=2(3), so folgt M(j)< C(x(i))
firj¢{i,i—1,i—2},und M()) M(i— 1) M(i —2)= O, ({x (i +1), x (i), y(i — 2), z (i — 2)>)
nach (2.3). Damit ist M ein Normalteiler von G,,, und nach (1.2.3) erfiillt U(m)
die Voraussetzungen des Satzes. Also ist G,, zu U(m) isomorph.
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