
ÎÏÖÈÎÍÛ. ËÅÊÖÈß 1

Îòâåò íà âîïðîñ ïî ëåêöèè

Âîïðîñ

Âîïðîñ ïî ñëàéäó 20 "Ãåîìåòðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå" ïðî ïåðåõîä
îò âûðàæåíèÿ

S(t) = S0e
µt exp(σWt −

1

2
σ2t) (1.1)

ê âûðàæåíèþ

E [S(t)] = S0e
µt (1.2)

Ïî÷åìó ïðè âû÷èñëåíèè ìàò îæèäàíèÿ ñëàãàåìûå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû
µt è −1

2
σ2t ñãðóïïèðîâàíû â ðàçíûõ ñîìíîæèòåëÿõ è äàþò ðàçíûé âêëàä

â ðåçóëüòàò?

Îòâåò

Òàê êàê Wt ∼ N (0, t), òî E [Wt] = 0. Äëÿ σWt ∼ N (0, σ2t) è ìàò
îæèäàíèå òàê æå ðàâíî 0 : E [σWt] = 0

Íî(!) E [exp(σWt)] 6= exp(0)
À ìàò îæèäàíèå ïîñëåäíåãî ìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè (1.1) êàê ðàç
ðàâíî 1, èìåííî ïî ýòîìó ñëàãàåìûå ñãðóïïèðîâàíû òàêèì îáðàçîì.

Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðîâåðèòü âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ

E

[
exp(σWt −

1

2
σ2t)

]
= 1 (1.3)
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Ñïîñîá 1

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èç ñïðàâî÷íèêà (íàïðèìåð ñì. wikipedia) äëÿ ìàò
îæèäàíèÿ ëîã-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿX = exp(Z), ãäå Z ∼ N (µGBM , σGBM).

E [X] = exp(µGBM +
1

2
σ2
GBM)

Äëÿ (1.3) èìååì:

µGBM = −1

2
σ2t

σGBM = σ
√
t

Ñïîñîá 2

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàò îæèäàíèÿ:

E

[
exp(σWt −

1

2
σ2t)

]
=

∫ +∞

−∞
exp(σ

√
tz − 1

2
σ2t)

1√
2π

exp(−z
2

2
)dz =

ñîáðàâ ñëàãàåìûå â àðãóìåíòå ýêñïîíåíòû ïîëó÷àåì

=

∫ +∞

−∞

1√
2π
exp(−(z − σ

√
t)2

2
)dz =

ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = z−σ
√
t, ïîëó÷àåì èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

=

∫ +∞

−∞

1√
2π
exp(−x

2

2
)dx = 1


